Feuille d’exercices 30 novembre

Exercice obligatoire (a rendre vendredi 4/12) Soit A C R™ ouvert.
On considere ’ensemble B des fonctions bornées f: A — R, c.-a-d. :

B={f:A—=R|3IM >0t. q. |f(z)] < M,Vz € A}.

On le munit de la norme || f|loc = sup,eca |f(2)]-

1. Pourquoi est elle une norme sur B?
2. Ecrire que (fy), est une suite de Cauchy dans (B, || - ||co)-

3. Justifier qu’il existe une fonction f telle que pour tout a € A,
lim,, f,(x) = f(x). Pourquoi est-elle bornée sur A?

4. Montrer que (B, | - |loo) est complet.

Exercice 1 Les applications suivantes sont-elles continues ?

T:(C(0, 1) [ loo) = R
f= f(0)

T:(Co,]), [ - l) = R
f= f(0)

T (C([0,1]), I lt) = ([0, 1)), [ - [loo)
fef

T (C([0,1]), [ - l1) = (C([0,1]), [ - lloc)
fs (zl—)/o f(t)dt)
T: (o), h)—-R

fH/O%f(t)dt—/;f(t)dt

Exercice 2 Soit K : [0,1] x [0,1] — R continue et ¢ € C([0,1]).

1. Montrer que pour A > 0 assez petit, il existe un unique f € C([0, 1]) tel
que

fz) = / K(z,y)f(y) dy + o(2).

2. Montrer que pour tout A > 0 il existe un unique f € C([0, 1]) tel que

fa)=x [ " K (e ) fy) dy + o(a).

Exercice 3 Soient (F,|| -||) un evn, C' une partie compacte de F et f :
C — E t.q. f(C)C C. Montrer que :

1. si f est une isométrie (c.-a-d. || f(z)— f(y)|| = ||z —y]| pour tous z,y € C)
elle est bijective.
2. si||f(z)— f(y)| > ||lz—yl|| pour tous z,y € C, alors elle est une isométrie

bijective.

Indication: considérer les images itérées d’un point.



Exercice 4 Etant donné linterval [0, 1] et un entier n € N*, considérons
I'ensemble F,, des fonctions f € C°([0, 1]) qui sont affines (c.-a-d. avec dérivée
constante) sur tous les intervals de type Ji/n, (i +1)/n[ pour i =0,...,n —1
et tels que || f]joo < 100. Montrer que :

1. F,, est une partie fermée et bornée de (C([0,1]), || - ||oo)-

2. F,, est une partie compacte de (C([0,1]), || - |oo)-

Exercice 5 Soient

ZQZ{J}:(CLTL)”CR|Z|CL”2<OO},

n=1

> = {ac = (an)n C R |sup|a,| < oo},
n
munis des normes || - ||z et || - ||, respectivement.

1. Montrer que [2 C [*°.

2. Posons S = {z € I? | ||z]|2 = 1}. Trouver une suite (z,), C S tel que
z, — 0 dans [*°.

3. En déduire que S n’est pas compacte.




